Wunsch, pag 51

FJEMPLO I

lixprese w en términos de z con

x =iy
x? 4+ p?

wiz) = 2x + iy +

Yelnicion
I'aor medio de la ecuacion {2.1-1) escribimos de nuevo lo anterior en la forma

1'{z—f}+f_3:-:+é+] P
_ i2 zZ 2 2
I:n general, wiz) tiene parte real v parte imaginaria, y podemos escribir la funcidn

en la formaw(z) = u(z) + w(z), o bien

wizh=(z + I} +

wi(z) = u(x, y) + iv{x, y). (2.1-2)
donde v v son funciones reales de las variables x e y. En el ejemplo 1 tenemos
J-I
u=2x+ 3 3 ¥ V= —-— 3
x4y x? 4+ y

Limite (Wunsch, pag 56-57)

FJEMPLO 1

('omo ejemplo simple de esta definicion, demuestre que

Il'rn_{z + i) = 2i

2 i
Solucion
lenemos f(z) = z + i, f, = 2i, z, = i. La ecuacidn (2.2-6) exige que

lz+i—2i] <&
o bien, de manera equivalente

|z —i| <&, (2.2-8)

(ue, segin (2.2-7), debe ser vélido si

OD<|z—il<d (2.2-9)

omando un valor de § igual a, digamos, & (ésta no es la (nica pﬂsibilid%ld; por ejems-
pla, podriamos tomar también &/2), vemos que la ecuacidn (2.2-8) se satisface en tan-
lo que z pertenece a la vecindad punteada de i que describe la ecuacion (2.2-9).



FJEMPLO 2

Sea f(z) = arg z (valor principal). Demuestre que /(z) no posee limite sobre la parte
nepativa del eje real.

SYerlreion

Consideremos un punto z, del gje real negativo. Observe la figura 2.2-3. Toda vecin-
dad de este punto contiene valores de f(z) (en el segundo cuadrante) que estin arbitra-
namente cerca de m y valores de f (z) (en el tercer cuadrante) que se encuentran
arbatrariamente cerca de —z. Aproximandonos a z; a lo largo de dos trayectorias distin-
las, Oy Oy, vemos que arg z tiende hacia dos valores diferentes. Por lo tanto, arg z no
tiene limite en z,. -

%
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Figura 2.2-3

FSJEMPLO 3
W TLH

2 0 3
, x“4+x iyt 4y
flz) = + = —.

X+y X4y
Lsta funcion no esta definida en z = 0, Muestre que no existe lim__,, f(z).
Sedlticion

Aproximemonos al origen a lo largo del gje v, Tomando x = 0 en /(2), tenemos



Figura 2,2-3

. 2 +
fp=0 ¥
¥

= i{y + 1)

(onlorme nos acercamos al origen, esta expresion se aproxima arbitrariamente a i..
Ahora nos acercamos al origen a lo largo del eje x. Tomando y = 0, tenemos f(z)

v+ 1. Conforme nos aproximamos al origen esta expresion tiende hacia 1. Como los

dos resultados son distintos, lim,__, f(z) no existe. -«

Continuidad (Wunsch, pag 59)

FEJEMPLO 4

lstudiemos la continuidad en z = i de la funcidn

I
22 41 |
f{z}: z_fr z#"
3i z=1.

Soluciaon

Puesto que existe f (i), se satisface el apartado (a) de nuestra definicion de continui-
tlad. Para estudiar el apartado (b) es preciso calcular primero lim,, £(z). Como el va-
lor de dicho limite no depende de f(7), estudiaremos primeramente f(z) para z # i.
Factoricemos ¢l numerador del cociente de la ecuacion anterior:

z* | r—illz 4 i
f[:j— - +.I.=ﬂ. |_t=1 F i

z—i z — i

v dividamos por z — /, que aparece tanto en el numerador como en el denomina-

dor. (Puesto que z # 1, en ningn momento estamos dividiendo entre 0.) Asi pues, f(z)

F = JI |.|‘:.Ir:l.-. IIII i |'I:H.|1II.:”"‘|."':- ‘.Il::ll'll_"ll.lil'.' il !1“.]'“'- ';[U eale FL_‘.'HU“['ILEU. [r“l: ]-ill-” o Iil(l:::} = 2:_

e hecho, esto se hizo en Torma rigurosa en el ejemplo 1, al que el lector puede volver
whora,

Ya que f (i) = 3i en tanto que lim,, f(z) = 2i, es decir, que estos res.ultladus 50N
distintos, la condicién (b) de nuestra definicion de continuidad no se satisface en
i. Por lo tanto, f(2) es discontinua en z = i. No es dificil mostrar que f{(z) es con-
linua purﬁ todo z = i. Obsérvese ademas que una funcion idéntica a f(z), pero tal que

f{i) = 2i seria continua para todo z. -



TEOQREMA 2
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Las sumas, las diferencias y los productos de funciones continuas son
funciones continuas. El cociente de dos funciones continuas es continuo
salvo en los puntos en que se anula el denominador.

Una funcién continua de una funcién continua es una funcion continua.

Sea f(2) = wlx, ¥) + v(x, ¥). Las funciones u(x, ¥) y v(x, y) serdn conti-
nuast en todo punto en el que f(z) sea continua. A la inversa, f(z) serd
continua en todo punto en el que # y v lo sean.

Si f(z) es continua en alguna regidn R, entonces | f(z)] también es conti-
nua en &, Si R es acotada y cerrada, existe un nimero real positivo, diga-
mos M, tal que | f(z)] £ M para todo z en R. M puede escogerse de tal
forma que la igualdad sea vilida para al menos un valordezenR. O




